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1 Premiere section

Dans [2], E. Dubuc introduit la notion de modéle bien adapté de la Géométrie
différentielle synthétique (GDS) (Cf. aussi [4]) et construit un tel modele,
montrant ainsi que la GDS est applicable a 1’étude des varietés lisses clas-
siques (sans bord). Ces modeles sont, en effet, bien adaptés au calcul différentiel,
mais le développement du calcul intégral dans le contexte de la GDS ou des
topos lisses (Cf. [5]) demande une notion d’adaptation plus fine. En effet,
le calcul intégral emploie la notion d’intervalle fermé, notion qui est modelée
plutot par les varietés a bord telles que R>(, et méme par les varietés a
coins. Le but de cet Exposé est d’étudier le probleme de plonger d’une fagon
adéquate les varietés a bord dans les divers topos lisses.

L’outil principal se révele étre le résultat suivant de Whitney

Théoréme 1.1 ([12]) Soit f(t,7) € C(RxR") telle que f(t,7) = f(—t,T).
Alors il existe g € C*(R x R™) telle que f(t,T) = g(t?, 7).

On remarque d’abord une conséquence

*Voir note a la fin de Darticle.



Corollaire 1.2 La catégorie M de varietés sans bord est dense dans la
catégorie My de varietés a bord au sens suivant: si B € My, alors B =
colimp—py M ot {M—DB} est la catégorie dont les objets sont les fonc-
tions lisses M—B (avec M € M) et les morphismes sont les triangles
commutatifs

M

AN
/

M/

B

Preuve: Soit C' € My ayant la proprieté que pour chaque M—B on se
donne M —C' tel que si

M

commute, alors

M’
commute aussi.

Cette donée défini une fonction (d’ensemble) f: B—C qui est lisse sur
chemins au sens suivant: pour chaque ¢ : M—B € C*°, fo ¢ € C*. Nous
allons montrer que f € C*. En considérant l'inclusion Int(B) = B° C B



on voit que f est C*° aux points de B® (car B° est une varieté sans bord).
Il suffit donc de montrer que f est C'° aux points de dB. Soit p € 0B. En
prenant des coordonn’ees locales aux alentours de p et f(p) on peut supposer
que

B=H"={(z1,...,2p-1,7,) € R"|x,, > 0}

Soit ¢ : R"—H" € C'° la fonction définie par
¢(ZII’1, s 7xn) = (xlv vy Tp—1, xi)

Alors f o ¢(z1,...,2,) = f(x1,...,Zn1,22) € C™ et ceci implique que
f € C*, par le théoreme de Whitney O

Corollaire 1.3 Toute fonction lisse sur chemins f : B—C' ou B,C' € My
est C*°.

Remarque 1.4 Une autre conséquence de ce théoreme est la suivante: H =
R>o est colimit du diagramme (dans Mp)

2 Deuxieme section

Il semble tentant d’argumenter de la facon suivante: si la catégorie M a été
déja plongée dans un topos £ et M — My est dense, alors 'extension de
Kan du plongement le long M — My doit donner le plongement cherché de
My dans €. Mais il faut résister a cette tentation. D’abord, nous avons

Proposition 2.1 Soit i : M—& le plongement canonique dans le topos
lisse de SGA4 (Cf. Exposé 5). Si ¥; : Myg——E est lextension de Kan de i
le long M — My, alors

Si(Rso) ={z € R|Fy €R (z =y%)}



Preuve: On emploie la remarque précédente, en observant que x? se factorise
dans & :

i(R)=R
_m }an € R(z = y*)}—= Xi(Rx)
i(R)=R )

Une conséquence désagréable est que >; n’est pas pleine. En effet, dans
le cas contraire, I' établirait une bijection

f:R—{zeR|yeR(x=y>)}e&
FI[R—>|R2()€M8

et on pourrait conclure a l'existence d’'un recouvrement {U,} de R tel que
F|y, est un carré. Autrement dit, toute fonction F' : R—R>o € C™ est
(localement) un carré. Mais ceci est faux et un exemple a été donné par
Murnioz Diaz [10]. Un autre exemple, plus simple, nous a été signalé par A.
Douady:

eV sin®1 )z 4+ e six#0
Flw) = { 0 siz =0

On peut vérifier que (vVF)"(1/nm)—o00, lorsque n—oo. Une autre difficulté:
dans le dévolppement du calcul intégral dans [5], on requiert que R>y — R
soit étale. (C’est-a-dire que Vd € D (t+d) € R>o ala condition que t € R>g).
En particulier on devrait avoir alors Vd € D Jy € R (d = y?) ce qui est faux
dans le topos de Dubuc [2], ainsi que dans tous les modeles bien adaptés
considerés jusqu’au présent. [[Dans [8], les auteurs construisent un topos
ayant la proprieté que tout x € R>( possede une racine carrée||.

3 Troisieme section

[[Nous allons définir la notion de topos lisse qui est employée dans le reste de
I’article.



Soit Z une classe d’idéaux d’anneaux C* libres a un nombre fini de
générateurs, c’est-a-dire, chaque I € Z est un idéal de C*°(R") pour un
certain n > 0. On notera C(Z) la sous-catégorie pleine des anneaux C*
possedant une présentation de la forme C*°(R™)/I ou I € Z. On muni C(Z)

d’une structure de site au moyen de co-recouvrements et on note C(Z) le
topos de faisceaux sur ce site (les recouvrements seront sous-entendus).

Nous dirons qu'un topos C(Z) est lisse 'l satisfait les conditions suivantes

(0) € Z, c’est a dire, C*(R") € C(Z)
7 contient les idéaux de définition des algebres de Weil
lelT—TI"eT
chaque I € 7 est W-déterminé

C(Z) possede une structure de site standard

hOC“’o(Rzo)

est un faisceau

Rappelons qu'un idéal I C C*(R") est W-déterminé ou déterminé par ses
points proches si pour tout f : hcw(an)/I—J% dans Ens(C™—aorr f =
ssi pour toute algebre de Weil W et tout ¢ : A"V = W%hcw(w), food=0.
Cette notion coincide avec celle d’idéal fermé pour la topologie de Whitney.
En plus ces idéaux sont de nature locale (Cf. [7] ou ces idéaux sont appellés
"near-point determined”). Notons finalement que l'inclusion des idéaux de
définition des algebres de Weil dans Z garantie que 'axiome généralisé de
Kock-Lawvere est valide dans le topos CZ. Ainis, tout topos lisse satisfait cet
axiome.|]

Une solution possible au probleme de plonger les varietés a bord dans un
topos lisse est de répresenter B € My ”de l'extérieur”: on définit

{ My—C(T)

B hC®)

ot h§~P(A) = €™ — alg(C=(B), A).

Une autre possibilité, signalée par Ngo van Qué, est de "doubler” B

pour obtenir une varieté sans bord D(B) contenant B comme varieté fermée
(C1.[9]). On peut définir
{ Mo—C(T)

B s ghCTO®)



CX(D(B)) = C=(D(B))/{f|3Uowvert B U  D(B) fly = 0}

On remarquera que D(R>g) = R.

Notons qu’on a un diagramme canonique

C>=(D(B))

/ \

C=(D(B)) C>(B) =~ C*(D(B))/{¢]¢|s = 0}

Dans certain cas, ces deux possibilités se confondent.

Proposition 3.1 Si &£ est un topos lisse, alors le morphisme

hgw(B) — ah(?%o(B)

obtenu de 'application canonique décrite plus haut est un isomorphisme.

Preuve: Nous allons montrer que l'idéal I = {¢ € C*®(D(B)) | ¢|lv =
0 pour quelqueB C U C D(B)} est dense dans J = {¢p € C*°(D(B)) | ¢|p =

0}.

Lemme 3.2 Soit [ C C™(M) un idéal et M une varieté. Alors, si I est la
fermeture de I pour la topologie de Whitney, pour tout ouvert U C M

Iy =1|y C C*(U)

Preuve: L’idéal I|y étant fermé dans C*°(U), on conclut que I[y C I|y.
D’autre part, soit f € I|y. Alors 3g € I tel que f = g|y. Soient € > 0,
K compact C U, m > 0 donnés. Il faut montrer que 3h € I|y tel que
|D*f — D*h|E_ < €. Mais g € T implique que 3h' € I tel que |D*f —
DeR/|K_ < ecar K C M est encore compact. On prend h = h'|y € I|y. O

Soit ¢ € J. Nous montrerons que ¢ € I ou, ce qui revient au méme (car
I est de nature locale), que ¢|U, € I|, pour un certain recouvrement {U, },
de D(B). Choisissons un tel recouvrement de fagon tel que



ou K* = R" ou K" = {(x1,...,2p_1,2,) € R*|x, > 0}. En employant le
théoreme spectral de Whitney (Cf. [6]), on démontre facilement que

Iy, = Jlv.

Mais ¢ € J, donc ¢|u, € J|v, = I|v, = I,

On conclut la preuve de la proposition en observant que
C=(D(B))/I—C>(D(B))/I

est le completé séparé de C°(D(B))/1. En particulier si chaque J € 7 est
fermé, C>°(R™)/J est une algebre séparée et elle ne distingue pas entre ces
deux algebres. (On peut remarquer que nous avons démontré un résultat
un peu plus géneral: seulement la proprieté que chaque idéal dans Z est
W-déterminé a eté employée). O

Si £ est un topos lisse, et B une varieté a bord, nous noterons B =
RO B _ o CF OB

Proposition 3.3 Dans tout topos lisse, B x M = B x M.

Preuve: (suggerée par Ngo van Qué). En employant le théoreme de plonge-
ment de Whitney (Cf. [9]), on peut plonger B et M comme sous varietés
fermées de R™ et R™, respectivement. On vérifie facilement que

C(B) @o C*(M) = C*(R™™) {$(Z|¢| 5 = 0} U {7l |5xm = 0}

C(B x M) = C*(R™™) /{6(Z,9)|6| 5xar = 0}

Mais une application du théoreme spectral de Whitney (Cf. [6]) montre que
le premier idéal est dense dans le deuxieme, c’est-a-dire,

BOTB)  pOTOD _ O (B9 Co() _ O (BxM)

dans Ens®®), ce qui implique la conclusion (méme argument que celui de la

Proposition précédente).



4 Quatrieme section

Nous allons maintenant étudier la plénitude du plongement des varietés a
bord.

Proposition 4.1 Soit C(Z) un topos lisse. Alors le foncteur

{ My—C(T)

B B=h{"" ~ pgE P

0 0

est pleinement fidéle et préserve les produits de la forme B x M.

Preuve: La préservation des produits suit de la section précedente, en tenant
compte de la nature locale des idéaux W-determinés. La plénitude est plus
cachée et requiert des développements suplémentaires.

Si B est une varieté a bord et W une algebre de Weil, on définit une varieté
(& bord) W B=varieté des points W -proches de B dont '’ensemble sousjacent
est C* — alg(C*(B), W) de fagon telle qu'on obtient une bijection

o M—"BeM
5 CN (B, M) —C< (LX) € Comaly M) = v(f)m)

ol M est une varieté sans bord. Voir lemme 4.3 ci-bas pour définir un atlas
sur W B (Cf. [2] et [11] lorsque OB = 0).

Lemme 4.2 Le diagramme suivante (dans My) est un produit fibré

|]_|TL > RTL
ot H" = {(x1, ..., %n_1,%n)|xy > 0} C R™

Preuve: 11 faut construire un qg tel qu’indiqué



é o

oup e H".

Soit f € C°(R") tel que fly» = 0. Alors ¢(f) = fw(p + m(¢)) peut
se développer en série finie de Taylor aux alentours de p. Mais toutes les
derivées sont nulles (car f|p» = 0) et on conclut que ¢(f) = 0, c’est-a-dire,

qg existe.

Lemme 4.3 Soit {U,}a un recouvvrement de D(B) tel que le diagramme

R U< D(B)

PF

K" H.C

ot K" = R" ou K" = H". Alors XB = X H,.

Preuve: On chasse dans le diagramme



XB( XD(B)

I
/ | /
XHa( : XUa
I
I
I
I
I
I
I
I
|
BC——————1 -~ — -~ D(B)
7
(// /
Hof Ua

en remarquant que UX U, =% D(B). (Cf. [2])
Corollaire 4.4 Le diagramme suivant est un produit fibré

Bw(—> WD(B)

B——— - D(B)

Lemme 4.5 ['(B") =" B
Preuve: On a les bijections suivantes

T 1%§W

r: W =W-—B= hocoo(B)
x: C®(B)—W

rcV B

Retournons a la preuve de notre Proposition. Soit f : B—C € C(Z). Alors
['(f) : B—C est lisse sur chemins et ceci implique (Corollaire du théoreme
de Whitney de la Premiére section) que I'(f) € C*°.
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Pour montrer que le foncteur

My—C(T)
B+ E = hOCOO(B)

est pleinement fidele, il suffit de montrer que si I'(f) = I'(g), alors f = g o
f.g: B—C € C(I) et B,C € M.

Par le théoreme du plongement de Whitney (Cf. [9]) il existe un plonge-
ment fermé C' C R™ et il suffit de démontrer:

(%) Sif : B—Resttel que I'(f) =0, alors f=0
Autrement dit, il suffit de montrer
(x%) VIV Vo : W—B (f o 6 = 0)

car chaque I € 7 is W-déterminé.

Par adjonction exponentielle, on obtient
1%, EW ﬂ RV

En employant le recouvrement de B du lemme 4.3, nous montrons |’existence
d’une bijection o
HY — BV —RW
( * %) W W
W[Ha Foia)

R
ot Hy <5 B.
Montrons que (¥¥*) suffit pour finir la preuve. En effet, I'(B") =" B

par le lemme 4.5. Ceci implique que z € B, c’est-a-dire (par le lemme 4.3)
x €V H, pour quelque o et on a une factorisation

z T —




***)) que

Mais F(foiaW) =" (foi,) = 0 et on peut conclure (par (
foinV =0, cest-a-dire, fW ox = 0.
(***)

Pour démontrer , il suffit de considérer le cas suivant: soit

tel que D(f) = 0. 11 faut montrer que f% = 0. Soit

Sq: R"—H" € C(Z)
défini par (z1,...,2,) = (T1,...,Tp_1,72).

Alors T(f o Sq)W =T(f") o T(Sq") = 0 et ceci implique (hcoo(lR) étant
un faisceau) que L B
(foSgW =f"oS¢" =0

Mais 2 : R— R is dense. Donc fV = 0.

5 Cinquieme section

La Proposition de la section 4 s’applique au topos D de Dubuc [2] dont le site
est défini par les C'*°-algebres de la forme C>°(M) ® W et dont la structure
est donné par les familles co-couvrantes

{C*(M) @ W—C>(Us) @ Wha
telles que U, Uy = M.

Proposition 5.1 D est un topos lisse.

Preuve: Eneffet, D = C(Z),ouZ = {(I, J)|Llest un idéal de définition d'une
varieté et J un idéal de définition d'une algébre de Weil}. Nous allons mon-
trer d’abord que chaque (I, J) € Z est W-déterminé. Soient M et W la va-
rieté et I’algebre de Weil définies par les ideaux I et J, respectivement et soit

oo n+m . 0o n+m
f:n¢ R )— R tel que f o¢ =0 pour tout ¢ : W—h" R0y
On doit montrer que f = 0.

12



n+m

Mais hC= R/~ RO« TF et par adjonction et Yoneda, on
obtient des bijections

f
JE . hCOO(M)%RW ~ hC"X’([Rk)
C>(R)—C>(M)
M—RF

Ceci montre que f = 0 pourvu que pour chaque m : 1—hC™ M) fo m = 0.
Mais etant donné un tel m, on obtient (par adjonction)

W pe=on LR

dont le composé est 0 (par hypothese) O

Les autres hypotheses sont vérifiées dans [2], a I'exception du fait que
hOC “B) est un faisceau, qui est démontré dans [3] (en passant par la théorie
de spec).

¢=®B) — hOCE’O(D(B)) défini un plonge-

Théoréme 5.2 Le foncteur B — B = h;
ment pleinement fidéle
Ma—>D

qui préserve les produits de la forme M x B (avec M € M) et les réunions
Ua Ho = B du lemme 4.3 (no. 4).

Preuve: Tout ce qui reste a montrer c’est la derniere affirmation.

_ Soit M x W L BeD. Par adjonction exponentielle, on obtient M 7,
B"Y e D. On considere le produit fibré

M BV
)J(a C‘VW



et on applique I'(=sections globales) pour obtenir un diagramme (dans My)

M wp B¢ D(B)

PF PF

F(Xa> WHa a( (&4

En se rapportant au diagramme du lemme 4.3 et en employant le lemme 4.2,
on conclut que le carré central est aussi un produit fibré, donc le rectan-
gle total est un produit fibré transversal. En particulier, M, = I'(X,) est
une sous-varieté ouverte de M et 'on a M = J, M,. Mais ce produit fibré
transversal est préservé par le plongement M — My — D (Cf 77?7) et on
conclut que I'(X,) = X, et UX X, =M O

Nous étudierons la question de plonger les varietés a coin dans un travail
en préparation. [[Ce travail n’a pas vu la lumiere du jour]].

Note. Cet article a eté écrit en 1980 lors d’une visite de H. Porta a
I’Université de Montréal, mais il n’avait pas eté publié. Comme certains
de ses résultats gardent encore de l'actualité (comme le temoigne un article
récent de A. Kock et G.E. Reyes) le deuxiéme auteur a decidé de le remanier
en corrigeant quelques erreurs, en ajoutant quelques définitions qui man-
quaient et en mettant au jour la terminologie quand le besoin s’en faisait
sentir. Ces ajouts on eté écrits a l'intérieur des parentheses [[...]]. Le premier
auteur n’ayant pas eu l'occasion de reviser ni 'article original ni ’article
remanié, le deuxieme auteur accepte donc les responsabilités des erreurs.
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